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Fey polinomialis,
az entropia-programozasi feladatot
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Az elGadés téméja FLORIAN POTRA, YINYU YE: A quadratically convergent polynomial
algorithm for solving entropy optimization problems, SIAM J. Optimization Vol. 3, No. 4, p 843-
860, November 1993 cikk vazlatos bemutatasa.

1. Bevezetés

Legyen A e R™", be R™, Vje{l,2,....,n}: f;:]0,00—R.

min f(z) = > 7 fi(z))
(EP) r € Q,={zeR" Az =b,x > 0}
(ED) max g(z,y) = by — (2"Vf(z) — f(x))
(@,5) € Q= {(z,y) € R™" 7 €0, Vf(z) - ATy > 0}

s = V f(x) — ATy slack vektor.

A Karush-Kuhn-Tucker-tétel alapjan:

x* optimalis megoldas <>

1) primal megengedettség: z* € €,

2) dudl megengedettség: Iy (z*,y") €

3) komplementarités: X*(Vf(z*) — ATy*) =0



Entrépia—programozés, entropy optimization problem, (EOP)
Vie{l,2,....,n}: f,€C*(R,)és
" d;
fi(@s) = pi(z;’ + g5),
ahol 1; > 0,¢; >0, d; € R.

I —Ziz(la<l,a##0).

o) a

Peéldak: 2%, xlogx, xlogx — x, —y/x

Az entropia-programozas az egyik legnépszertibb konvex, nemlineéris
optimalizalasi probléma (pl. képfeldolgozas, szallitasi problémak).

Polinomialitas

Primal-duél bels6pontos algoritmusoknél minden 1épésben egy
(2%, y*) € Int(Qy) pontot kapunk, és az algoritmust akkor allitjuk
le, ha (z¥)Ts* < ¢, ahol e-t a felhasznélo adja meg.

Altaléban véges sok iteracidoval nem kaphatunk pontos megoldést.
Uj definiciot adunk a polinomialitasra.



Def. Az algoritmus polinomialis, ha dp,q¢ >0, Ve >0
dK(e) e N:  K(g) = O(n?|logel?); k> K(e) = (2")Ts" < ¢;
és valamilyen r > 0 mellett O(n") mtiveletet igényel minden iteracio.

Két célunk lesz:
(1) Az EOP-ra polinomiélis potencial-csokkentd algoritmust adni.
(2) A polinomialitas meg6rzésével gyors lokalis konvergenciat biztositani.

Egy bels6pontos algoritmust ismertetiink az EOP megoldaséra.
Feltéve, hogy ismert egy (2", 3°) megengedett par, O(y/n|loge|) iteraci-
oval kaphatunk egy (z*, y") megengedett part, amelyre
(aF)T s*
(20)T 50

<e.

A keresési irdny, mint az szokisos, egy centralo- és egy csokkenési irany
kombinacioja lesz.

Masrészt adunk egy szamolhato feltételt, amelynek teljesiilése esetén a
tiszta Newton-eljaras alkalmazhaté az iteracios eljaras tovabbi részében,
lokalis kvadratikus konvergenciat biztositva.



2. Polinomialis potencial-csokkents algoritmus
Tegyiik fel, hogy Vj € {1,2,...,n} :  f/(z;) = 7.
Ellenérizhetd, hogy az erre kapott eredmények igazak az elején definialt

altalanosabb esetben is.
Def. primal-duél potencialfiiggvény: legyen o > n + /n.

P(x,s) = olog(x's) Zlog T;S;)

— (o= m)log(a™s) = 3 1og (222).

A szamtani és mértani kozepek kozti egyenl6tlenséget x1sq, ..., z,s,-re
felirva kaphatjuk:

— Zlog (xj—TS‘]) > nlogn.
= xl's

(0 —mn) 10g($TS) < ¢(z,s) —nlogn.
-t pontosan (0—n)| log e]-kel kell csokkenteni, hogy z* s < e-t kapjunk.
¢ log &|-kel kell csokkenteni, hogy 27 kapiunk



Adott 0 < ), € Q, és s, = Vf(a*) — ATy" > 0 esetén oldjuk meg a
kovetkez6 nemlineéris egyenletrendszert Az, Ay valtozokra:

(CIZ’k)TSk

X*As + SPAx = 9( ; e——X%S@O,

\ - 4

D
AAx 0,
As = Vf(z"+ Az) - Vf(z") — ATAy.

Legyen ot = ok + A:L‘, yk+1 — yk +Ay, bg ghtl — Vf(fbk+1) _ ATykJrl_

Ekkor valamely 5 €]0, 1|-mal definialt

Q:Zﬁmin{mlgjgn}

[(X*S™) =172 pk||

mellett egy v > 0 konstanssal
$(z*, ") < g(at, ) — .

Igazabol az els6 egyenletet nem kell pontosan megoldani. »



1. Allitas Legyen n + /n < o < 2n, Az és Ay pedig megoldasa a
kovetkezonek:

R\T ok
X*As+ SFAz = 9((33) i e—XkSke) + 2F = gp* + 2F,

0
AAx = 0,
As = Vf(x"+ Az) — Vf(a*) — ATAy.

Ha valamilyen C konstans mellett ||2*|| < C#%min {z%s%]1 < j < n},
akkor olyan 3 > 0-t valasztva, amelyre B(1+C(3) < 1/2és1—-C( > 0,
kapjuk, hogy

B, 55 < glat, o) — 7,

ahol v = (—v/3/2)8(1 — CB) + (1 + CP)2

A 2 maradékra tett kikotés biztosithaté egy Newton-lépés alkalmazé-
saval. »



Tegyiik fel, hogy Az és Ay megoldja a kovetkez6 lineéaris egyenletrend-
szert:

XE(V2f (2" Az — ATAy) + S*Ax = 6pF,
AAzxz = 0.

2. Lemma Legyen d(a) = max {1, |d| max{(1 + &), (1 — a)* '} }.
Vélasszunk olyan a €]0, 1[-t, amelyre ad(av) = 1/2. Ekkor

d(a)8? min{atsk1 < j < n}

k
<
24 < X




1. Algoritmus

Adott Az" =b, 2° > 0és 8" =V f(z") — ATy’ > 0.

k:=0;

while (z¥)7s* > ¢ do
kiszamolni a legutobbi egyenletrendszer Az, Ay megoldéasat;
=2 + Az
Y= b Ay
Sl<:+1 — Vf(ﬂ?k+1) _ ATyk+1;
k.=k+1;

end while

1. Tétel Legyen n + v/n < o < 2n. Ekkor 2% > 0, s* > 0, és kielégitik
(EP) és (ED) primal-dual feladatpart.
Az 1. Algoritmus O(¢(z°, s°) + (0 — n)|loge|) iteraciot hajt végre.



,8") kezdeti megengedett pontpar,

Megjegyzés Generalhato olyan (x°
1))

amellyel (2, s”) < (0 — n)| log((

Megjegyzés A gyakorlatban a 1épéshosszt egy egydimenzios kereséssel
is valaszthatjuk:

N = arg m>1£1 P(z* + nAz, s*¥ + nAs),
n>

"= b + Az,

y =yt Ay



3. Lokalis kvadratikus konvergencia

Egy kiszamolhato feltételt fogunk adni a négyzetes konvergenciat garan-
talo Newton-eljaras alkalmazhatosagara.
Tegytik fel, hogy valamilyen k-ra

I(XPV2 £ (%) X)X < 1.

Feltehets, hogy k = 0.
A Newton-algoritmust V f(z) — Ay = 0, Az = b-re alkalmazzuk:

V2 f(aMAx — ATAy = —&°,
AAz = 0.

rendszert kell megoldani, és a megoldassal

' = 2+ Az,
y =y + Ay,
s' = Vf(z') — Ay



2. Tétel Legyen o = 1/2d(a) < 3, és

7. d(c)

(1 = a)*(1 = ad(a))

Ekkor barmely < a-ra a

XV £ X)X ) < 8
egyenltlenség teljesiilése maga utan vonja, hogy
>0, (X7 =2t < B,

dI(XV2 )X XS < 5



2. Algoritmus
Adott Az’ =10, 2° > 0és s° =V [f(2°) — ATy’ > 0.

Tegyiik fel, hogy (z°, s%)-ra teljesiil az 1,
azaz d||(X°V° f(2)XO) 7| X < 8.

k= 0;

while ||(X*V2f (") X*)7H||| X*s"|| > e do
kiszamolni a Newton-rendszer Az, Ay megoldasat (z*, s*)-ban;
ot = g* + Ax;
Y=yt 4 Ay
gkl . — Vf(azk“) _ ATyk“;
k.=k+1;

end while

Megjegyzés A 2. Algoritmus olyan z* > 0, Az® = b és s* sorozatot
allit els, amelyre ||(X* V2 f(2*) X)) 7H||| X" s*|| négyzetesen tart nullahoz.



A 6 eredmény, amely hosszabb szamoléassal bizonyithato:

3. Tétel A 2. Algoritmus olyan megengedett pontsorozatot ad, amely-
nek tagjai kvadratikusan konvergalnak az optiméalis megoldashoz:

1"

125"

o —
I

IN

IA

3|d‘+1 0\d+11| 2k
= (X)) 67,
g‘dHQ 0N\d+21| 22k
= (X)) 87,

6] X°|| 5%

Megjegyzés A cikkben (s¥), (X"s*) és (2*) sorozatok R-kvadratikus
konvergenciajat bizonyitjak. A szerzdék allitjak, hogy kicsit tobb erdfe-
szitéssel ()-kvadratikus konvergencia is bizonyithato.



4. Tovabbi bonyolultsag-elemzés

Legyen x* az entropia-programozasi feladat optimalis bels6 megoldasa,
tovabba tegyiik fel, hogy a V?f(x) Hesse-métrix pozitiv definit a meg-
engedettségi tartomany belsejében.

Megvizsgaljuk, hogy az 1. Algoritmusnak legfeljebb hany iteraciora van
sziiksége az 1 (d||(X V2 f (™) XF)7||| X F*s*|| < B) teljesitéséhez.
Ha ez mér teljesiil, akkor elindithatjuk a 2. Algoritmust.



A szamitasokbol kovetkezik, hogy

— 1 * * *\ —
IV XN S o ey IO V@)L

Es vele egyiitt

— 1 * * *\ —
IO )X XS] < s X)X X

Konnyen lathato, hogy
IV f (@) X) THIXsE(] < (X2 ()X ) 7| () Ts".
Tehat, ha az 1. Algoritmusban elértiik, hogy

52
ENT k
@) < [~ @

akkor
I(X*V2f(2*) X*) 7| (%) s* < 62,

és ez a kovetkez6t adja:

52

IFV2 A XD IXEH < = —aaay

Ekkor (z*, s¥)-t (20, s9)-ra atkeresztelhetjiik, és ezzel a parral elindithatjuk a 2. Algoritmust, ugyanis
a kvadratikus konvergenciat biztosito 1: d||(XOV2f(2°)X0)~1||| X% < 8 teljesiil a megfelels
konstanssal. Ez most még éppen nem latszik, de atszorzéssal, a szerepl6 mennyiségek becslésével
kénnyen adodik.



Osszefoglalva, a kovetkezé komplexitasi korlatot lehet bizonyitani:

4. Tétel Legyen x* az entropia-programozasi feladat optimélis bels6
megoldésa, tovabba tegyiik fel, hogy a V?f(x) Hesse-méatrix pozitiv de-
finit a megengedettségi tartomény belsejében.

Ez esetben az 1. Algoritmus az 6nmaga leallitdsat lehetéve tevs (¥, s*)
part general

O(¢(z", ") + v/n(l + |log (X" V*f(2")X*) I]))

lépésben.
Tovabbi megfontolasokkal igazolhato, hogy az ekkor inditott 2. Algorit-
mus f(x) — f(x*) < e-t kielégits, megengedett x megoldast allit eld

legfeljebb
X* 2 *X*
10g<10g(ﬁll V2 f(a) H))

€

lépésben.



