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Az el®adás témája Florian Potra, Yinyu Ye: A quadratically convergent polynomial

algorithm for solving entropy optimization problems, SIAM J. Optimization Vol. 3, No. 4, p 843-

860, November 1993 cikk vázlatos bemutatása.

1. Bevezetés

Legyen A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, ∀j ∈ {1, 2, . . . , n} : fj : ]0,∞[→ R.

(EP)
min f (x) =

∑n
j=1 fj(xj)

x ∈ Ωp = {x ∈ Rn| Ax = b, x ≥ 0}

(ED)
max g(x, y) = bTy − (xT∇f (x)− f (x))

(x, y) ∈ Ωd = {(x, y) ∈ Rn+m| x ∈ Ωp, ∇f (x)− ATy ≥ 0}

s := ∇f (x)− ATy slack vektor.

A Karush-Kuhn-Tucker-tétel alapján:
x∗ optimális megoldás ⇐⇒
1) primál megengedettség: x∗ ∈ Ωp

2) duál megengedettség: ∃y∗ : (x∗, y∗) ∈ Ωd

3) komplementaritás: X∗(∇f (x∗)− ATy∗) = 0
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Entrópia-programozás, entropy optimization problem, (EOP)

∀j ∈ {1, 2, . . . , n} : fj ∈ C2(R+) és

f ′′j (xj) = µj(x
dj

j + qj),

ahol µj ≥ 0, qj ≥ 0, dj ∈ R.

Példák: x2, x log x, x log x− x, −
√

x, 1
x
, −xα

α
+ x (α < 1, α 6= 0).

Az entrópia-programozás az egyik legnépszer¶bb konvex, nemlineáris
optimalizálási probléma (pl. képfeldolgozás, szállítási problémák).

Polinomialitás

Primál-duál bels®pontos algoritmusoknál minden lépésben egy
(xk, yk) ∈ Int(Ωd) pontot kapunk, és az algoritmust akkor állítjuk
le, ha (xk)Tsk < ε, ahol ε-t a felhasználó adja meg.

Általában véges sok iterációval nem kaphatunk pontos megoldást.
Új de�níciót adunk a polinomialitásra.
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Def. Az algoritmus polinomiális, ha ∃p, q > 0, ∀ε > 0
∃K(ε) ∈ N : K(ε) = O(np| log ε|q); k ≥ K(ε) =⇒ (xk)Tsk < ε;
és valamilyen r > 0 mellett O(nr) m¶veletet igényel minden iteráció.

Két célunk lesz:
(1) Az EOP-ra polinomiális potenciál-csökkent® algoritmust adni.
(2) A polinomialitás meg®rzésével gyors lokális konvergenciát biztosítani.

Egy bels®pontos algoritmust ismertetünk az EOP megoldására.
Feltéve, hogy ismert egy (x0, y0) megengedett pár, O(

√
n| log ε|) iteráci-

óval kaphatunk egy (xk, yk) megengedett párt, amelyre

(xk)Tsk

(x0)Ts0
≤ ε.

A keresési irány, mint az szokásos, egy centráló- és egy csökkenési irány
kombinációja lesz.
Másrészt adunk egy számolható feltételt, amelynek teljesülése esetén a
tiszta Newton-eljárás alkalmazható az iterációs eljárás további részében,
lokális kvadratikus konvergenciát biztosítva.



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

2. Polinomiális potenciál-csökkent® algoritmus

Tegyük fel, hogy ∀j ∈ {1, 2, . . . , n} : f ′′j (xj) = xd
j .

Ellen®rizhet®, hogy az erre kapott eredmények igazak az elején de�niált
általánosabb esetben is.
Def. primál-duál potenciálfüggvény: legyen % ≥ n +

√
n.

φ(x, s) = % log(xTs)−
n∑

j=1

log(xjsj)

= (%− n) log(xTs)−
n∑

j=1

log
(xjsj

xTs

)
.

A számtani és mértani közepek közti egyenl®tlenséget x1s1, . . . , xnsn-re
felírva kaphatjuk:

−
n∑

j=1

log
(xjsj

xTs

)
≥ n log n.

(%− n) log(xTs) ≤ φ(x, s)− n log n.

φ-t pontosan (%−n)| log ε|-kel kell csökkenteni, hogy xTs ≤ ε-t kapjunk.



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Adott 0 < xk ∈ Ωp és sk = ∇f (xk) − ATyk > 0 esetén oldjuk meg a
következ® nemlineáris egyenletrendszert ∆x, ∆y változókra:

Xk∆s + Sk∆x = θ
((xk)Tsk

%
e−XkSke

)
︸ ︷︷ ︸

=:pk

,

A∆x = 0,

∆s = ∇f (xk + ∆x)−∇f (xk)− AT∆y.

Legyen xk+1 = xk + ∆x, yk+1 = yk + ∆y, és sk+1 = ∇f (xk+1)−ATyk+1.

Ekkor valamely β ∈]0, 1[-mal de�niált

θ :=
β min

{√
xk

js
k
j

∣∣∣1 ≤ j ≤ n
}

‖(XkSk)−1/2pk‖

mellett egy γ > 0 konstanssal

φ(xk+1, sk+1) ≤ φ(xk, sk)− γ.

Igazából az els® egyenletet nem kell pontosan megoldani. I
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1. Állítás Legyen n +
√

n ≤ % ≤ 2n, ∆x és ∆y pedig megoldása a
következ®nek:

Xk∆s + Sk∆x = θ
((xk)Tsk

%
e−XkSke

)
+ zk = θpk + zk,

A∆x = 0,

∆s = ∇f (xk + ∆x)−∇f (xk)− AT∆y.

Ha valamilyen C konstans mellett ‖zk‖ ≤ Cβ2 min
{
xk

js
k
j

∣∣1 ≤ j ≤ n
}
,

akkor olyan β > 0-t választva, amelyre β(1+Cβ) ≤ 1/2 és 1−Cβ ≥ 0,
kapjuk, hogy

φ(xk+1, sk+1) ≤ φ(xk, sk)− γ,

ahol γ = (−
√

3/2)β(1− Cβ) + β2(1 + Cβ)2.

A zk maradékra tett kikötés biztosítható egy Newton-lépés alkalmazá-
sával. I
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Tegyük fel, hogy ∆x és ∆y megoldja a következ® lineáris egyenletrend-
szert:

Xk(∇2f (xk)∆x− AT∆y) + Sk∆x = θpk,

A∆x = 0.

2. Lemma Legyen d̄(α) = max
{
1, |d|max{(1 + α)d−1, (1 − α)d−1}

}
.

Válasszunk olyan α ∈]0, 1[-t, amelyre αd̄(α) = 1/2. Ekkor

‖zk‖ ≤
d̄(α)β2 min{xk

js
k
j |1 ≤ j ≤ n}

8
.
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1. Algoritmus
Adott Ax0 = b, x0 > 0 és s0 = ∇f (x0)− ATy0 > 0.
k := 0;
while (xk)Tsk ≥ ε do
kiszámolni a legutóbbi egyenletrendszer ∆x, ∆y megoldását;
xk+1 := xk + ∆x;
yk+1 := yk + ∆y;
sk+1 := ∇f (xk+1)− ATyk+1;
k := k + 1;

end while

1. Tétel Legyen n +
√

n ≤ % ≤ 2n. Ekkor xk > 0, sk > 0, és kielégítik
(EP) és (ED) primál-duál feladatpárt.
Az 1. Algoritmus O

(
φ(x0, s0) + (%− n)| log ε|

)
iterációt hajt végre.
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Megjegyzés Generálható olyan (x0, s0) kezdeti megengedett pontpár,
amellyel φ(x0, s0) ≤ (%− n)| log((x0)Ts0)|.

Megjegyzés A gyakorlatban a lépéshosszt egy egydimenziós kereséssel
is választhatjuk:

η̄ := arg min
η≥0

φ(xk + η∆x, sk + η∆s),

xk+1 := xk + η̄∆x,

yk+1 := yk + η̄∆y.
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3. Lokális kvadratikus konvergencia

Egy kiszámolható feltételt fogunk adni a négyzetes konvergenciát garan-
táló Newton-eljárás alkalmazhatóságára.
Tegyük fel, hogy valamilyen k-ra

‖(Xk∇2f (xk)Xk)−1‖‖Xksk‖ < 1.

Feltehet®, hogy k = 0.
A Newton-algoritmust ∇f (x)− ATy = 0, Ax = b-re alkalmazzuk:

∇2f (x0)∆x− AT∆y = −s0,

A∆x = 0.

rendszert kell megoldani, és a megoldással

x1 := x0 + ∆x,

y1 := y0 + ∆y,

s1 := ∇f (x1)− ATy1.
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2. Tétel Legyen α = 1/2d̄(α) ≤ 1
2, és

d̂ :=
d̄(α)

(1− α)2(1− αd̄(α))
.

Ekkor bármely β ≤ α-ra a

d̂‖(X0∇2f (x0)X0)−1‖‖X0s0‖ ≤ β (1)

egyenl®tlenség teljesülése maga után vonja, hogy

x1 > 0, ‖(X0)−1(x1 − x0)‖ ≤ β,

d̂‖(X1∇2f (x1)X1)−1‖‖X1s1‖ ≤ β2.
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2. Algoritmus
Adott Ax0 = b, x0 > 0 és s0 = ∇f (x0)− ATy0 > 0.

Tegyük fel, hogy (x0, s0)-ra teljesül az 1,
azaz d̂‖(X0∇2f (x0)X0)−1‖‖X0s0‖ ≤ β.

k := 0;

while ‖(Xk∇2f (xk)Xk)−1‖‖Xksk‖ ≥ ε do
kiszámolni a Newton-rendszer ∆x, ∆y megoldását (xk, sk)-ban;
xk+1 := xk + ∆x;
yk+1 := yk + ∆y;
sk+1 := ∇f (xk+1)− ATyk+1;
k := k + 1;

end while

Megjegyzés A 2. Algoritmus olyan xk > 0, Axk = b és sk sorozatot
állít el®, amelyre ‖(Xk∇2f (xk)Xk)−1‖‖Xksk‖ négyzetesen tart nullához.
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A f® eredmény, amely hosszabb számolással bizonyítható:

3. Tétel A 2. Algoritmus olyan megengedett pontsorozatot ad, amely-
nek tagjai kvadratikusan konvergálnak az optimális megoldáshoz:

‖sk‖ ≤ 3|d|+1

d̂
‖(X0)d+1‖β2k

,

‖Xksk‖ ≤ 3|d|+2

d̂
‖(X0)d+2‖β2k

,

‖xk − x∗‖ ≤ 6‖X0‖β2k

.

Megjegyzés A cikkben (sk), (Xksk) és (xk) sorozatok R-kvadratikus
konvergenciáját bizonyítják. A szerz®k állítják, hogy kicsit több er®fe-
szítéssel Q-kvadratikus konvergencia is bizonyítható.
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4. További bonyolultság-elemzés

Legyen x∗ az entrópia-programozási feladat optimális bels® megoldása,
továbbá tegyük fel, hogy a ∇2f (x) Hesse-mátrix pozitív de�nit a meg-
engedettségi tartomány belsejében.

Megvizsgáljuk, hogy az 1. Algoritmusnak legfeljebb hány iterációra van
szüksége az 1 (d̂‖(Xk∇2f (xk)Xk)−1‖‖Xksk‖ ≤ β) teljesítéséhez.
Ha ez már teljesül, akkor elindíthatjuk a 2. Algoritmust.
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A számításokból következik, hogy

‖(Xk∇2f(xk)Xk)−1‖ ≤ 1

(1− α)2(1− αd̄(α))
‖(X∗∇2f(x∗)X∗)−1‖.

És vele együtt

‖(Xk∇2f(xk)Xk)−1‖‖Xksk‖ ≤ 1

(1− α)2(1− αd̄(α))
‖(X∗∇2f(x∗)X∗)−1‖‖Xksk‖.

Könnyen látható, hogy

‖(X∗∇2f(x∗)X∗)−1‖‖Xksk‖ ≤ ‖(X∗∇2f(x∗)X∗)−1‖(xk)T sk.

Tehát, ha az 1. Algoritmusban elértük, hogy

(xk)T sk ≤ δ2

‖(X∗∇2f(x∗)X∗)−1‖
,

akkor
‖(X∗∇2f(x∗)X∗)−1‖(xk)T sk ≤ δ2,

és ez a következ®t adja:

‖(Xk∇2f(xk)Xk)−1‖‖Xksk‖ ≤ δ2

(1− α)2(1− αd̄(α))
.

Ekkor (xk, sk)-t (x0, s0)-ra átkeresztelhetjük, és ezzel a párral elindíthatjuk a 2. Algoritmust, ugyanis
a kvadratikus konvergenciát biztosító 1: d̂‖(X0∇2f(x0)X0)−1‖‖X0s0‖ ≤ β teljesül a megfelel® δ
konstanssal. Ez most még éppen nem látszik, de átszorzással, a szerepl® mennyiségek becslésével
könnyen adódik.
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Összefoglalva, a következ® komplexitási korlátot lehet bizonyítani:

4. Tétel Legyen x∗ az entrópia-programozási feladat optimális bels®
megoldása, továbbá tegyük fel, hogy a ∇2f (x) Hesse-mátrix pozitív de-
�nit a megengedettségi tartomány belsejében.
Ez esetben az 1. Algoritmus az önmaga leállítását lehet®vé tév® (xk, sk)
párt generál

O
(
φ(x0, s0) +

√
n(1 + | log ‖(X∗∇2f (x∗)X∗)−1‖|)

)
lépésben.
További megfontolásokkal igazolható, hogy az ekkor indított 2. Algorit-
mus f (x) − f (x∗) ≤ ε-t kielégít®, megengedett x megoldást állít el®
legfeljebb

log

(
log

(√
n‖X∗∇2f (x∗)X∗‖

ε

))
lépésben.


