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Az el6adas téméja War-Ker Mak, Davip P. MorToN, R. KEVIN Woob: Monte Carlo
bounding techniques for determining solution quality in stochastic programs, Operations Research
Letters 24 (1999) p 47-56 cikk vazlatos bemutatéasa.

1. Bevezetés

Legyen
e f valos értéki fiiggvény,
e X determinisztikus megengedettségi tartomany,
e x dontési valtozok vektora,
o ¢ valoszintségi vektorvaltozo,

o & (i=1,...,n) fiiggetlen valtozok, amelyek eloszlasa megegyezik &
eloszlasaval.

Tegyiik fel, hogy minden = € X helyen f(z,€) els6 és masodik momen-
tuma létezik.



A kovetkezd probléméat vizsgaljuk:

z* = min Ef(x,§), és
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A neki megfelel6 approximél6 probléma:

Z = {Erél)r(lﬁZf és
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A cikk eredményei:
e also korlatot ad z*-ra,

e az also korlat segitségével £ megoldasjeloltek minGségét vizsgalja:
konfidencia-intervallumokat konstruél az ,optimalitasi rés”, azaz az
2 megoldasjeloltbeli és az x* optimalis megoldésbeli fiiggvényértékek
kiilonbségének becslésére,

e ezeket konkrét numerikus példakkal illusztralja.



Motivacio: Ha &-nak sokféle realizacioja van, azaz sokféle szcenario
lehetséges, akkor (SP)-t nem lehet pontosan megoldani.

Az egyik szokasos megkozelités: Monte Carlo mintavételezéssel,
n megfigyelést vegezve (£, i = 1,...,n) megoldani az approximald
problémat (pontosabban annak ezt a realizaciojat).

Fontos specialis eset: Kétlépcsts sztochasztikus linearis program.

flz, &) = 'z +min gy

y=0
Dy =Bz +d
és X egy poliéder. Itt € egy d, g, B, D elemeib6l dsszeallitott vektor.



(SP) megoldasara kinalkozo lehetdségek:

Kiils6 mintavételezés: Megoldani (SP,) egy realizidciojat. Ehhez
elére, a megoldas megkezdése el6tt vessziik a mintat. Ennek alapja,
hogy bizonyos feltételek mellett (27) — z* 1 valoszintiséggel, és (z7)
torlodési pontjai optimalis megoldéasai (SP)-nek.

Bels6 mintavételezés: Determinisztikus feladatokra kidolgozott mod-
szerek (vagosikos modszerek, sztochasztikus kvazigradiens modsze-
rek) (SP)-re adaptéalasaval: fliggvény- és (szub)gradienskiértékelés
helyett Monte Carlo-becslést alkalmazunk. Bels6, mert a mintak veé-
telezése az algoritmus elérehaladtaval folyik.

Valamilyen heurisztika.

Az (SP) megoldasjeldltje: 2. Véges sok megfigyelés alapjan kaptuk, nehéz
barmit mondani, hogy mennyire j6 megoldas.



A cikk modszert ad, hogyan tesztelhetjik egy akarmilyen eljarassal
kapott x megoldasjel6lt mindségét:

Feliilré] kellene korlatozni Ef(&, &) — 2* optimalitési rést.
Ehhez als6 korlatot z*-ra.

Be fogjuk latni, hogy Ez! < Bz | < 2",

n+1
e 2" also korlatnak tekinthetd.

e Varhato értékben né, ahogy né a minta nagyséaga.

Ennek segitségével valamely 2-hoz tartozo optimalitasi résre konfidencia-
intervallumot adunk.

Fontos észrevenni, hogy ez a megkozelités érvényes, barmilyen eljarast
hasznaltunk a megoldésra.



Enyhe feltevésekkel éliink:
o(f(x,é) varhato értéke és szérasnégyzete véges,
o ¢ eloszlasabol fiiggetlen valtozok generalhatok,
e (SP,) olyan nagy n-re megoldhatd, amely mar jo korlatokat ad,

o f(x, 5) pontosan kiértékelheté konkrét = helyen, é konkrét realizaci-
Ojara.



2. Monte Carlo korlatok

2.1. Fels6 (pesszimista) korlatok

Tegyiik fel, hogy van egy = € X ,,j0”, de valosziniileg nem optimalis meg-
oldasjeldltiink. E f(z,&)-ra, azaz példaul egy rendszer miikédtetésének
varhato koltségére a megszokott mintaatlagold becslés:

ahol &', ..., &" fiiggetlen valtozok £ eloszlasabol.

Két fontos tulajdonsag:
1) Torzitatlan becslés az 2-hoz tartozé mikddtetési koltségre:

EU(n) = Ef(z,€) > 2*.
2) Kielégiti a centralis hatareloszlas-tételt:

Vi (U(n) — Bf(%,€)) “3N(0, 02)

eloszlasban, ahol o = var(f(z,&)).



2.2. Als6 (optimista) korlatok
Ez a cikk egyik alapvet6é eredménye.

1. Tétel: Ha &', ... &" fiiggetlen valtozok ¢ eloszlasabol, akkor
Bz < 2"

Bizonyitas:
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Altalanosabban: Nem feltétleniil kell i.i.d. minta. A tétel igaz
mingex 1/n ), f(z, £ helyett min,ex F(z, ..., "nel is, ha
Ef(z,&) = EF(x,€',...,€"). Ez akkor hasznos, ha olyan szorascsok-
kent§ eljarassal becsuljuk az also korlatot, amely nem i.i.d. mintat hasz-
nal.



Megjegyzés: Keveset kell feltenniink (SP) szerkezetérdl:
legyen minden x € X pontban E f(x,§) véges.
De nem kell, hogy X konvex, Ef(z, &) konvex vagy sima.

Szemléltetés: (SP) megoldasa olyan z déntésvektor, amely & minden
lehetséges realizaciojat figyelembe veszi. Az el6z6 also korlathoz £
tartojanak csak a {&',...,&"} részhalmazan optimalizalunk, igy ,ttlop-
timalizalunk”, és végeredményben optimista célfiiggvényértéket kapunk.

Ugyanez az intuitiv gondolat van a kovetkezd tétel mogott. »



2. Tétel: Legyenek £, ..., &" & fiiggetlen valtozok & eloszlasabol,
amelyek definidljak z;-ot és z;_ ;-ot. Ekkor
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Bizonyitas:




Altalanosabban: Ha &', ..., " fiiggetlen sorozattal definialjuk zr-ot,

és €1, ..., &m, £ fiiggetlen sorozattal zr . 1-ot, akkor a sorozatok tar-
talmazhatnak kozos elemeket (mint a tételben), az elemek lehetnek
fiiggetlenek egymastol, vagy lehet méasképp is.

Megjegyzés: A monotonitas 6romteli (bar a szamitési eljarasainkhoz
nem nélkiilézhetetlen) tulajdonsag: a minta novelésével jobb alsé korla-
tokat, és sziikebb konfidencia-intervallumokat remélhetiink.



3. Konfidencia-intervallumok konstrukcioja

Kétféle  megkozelitéssel —adunk  konfidencia-intervallumokat — az
Ef(z,&) — z* optimalitési résre.

3.1. Fuggetlen Valoszmusegl valtozo-sorozatokkal
Legyenek £',... & (i = 1,...,m) fiiggetlen n elemi valtozésorozatok

£ eloszlasabol
_ 1 <
= — E 7y és L = — E -,
1;%1)1?72 f . 5 > (nl> n; 1 “n

Allitas: o7 := varz; esetén

Vv (L(n) — Ezf) “='N(0, 07).



Megjegyzés: A valtozo-sorozaton belil €Y, § = 1,...,n elemeknek
nem kell fliggetlennek lenniiik.

Elég el6irni a sorozatok kozti fliggetlenséget, hogy 2, i = 1,..., n; fiig-
getlen, azonos eloszlast legyen. Ekkor az 1. Tétel utaniak szermt altalé-

nosabb F is hasznalhato z* definialasara: Ef(x,€) = EF(x, &, ... ")
Osszefiiggést kell tehesfueme



Emlékeztetd: t-eloszlas

Definicié: n szabadsagfoku y*-eloszlas: x? = X2 + --- + X2, ahol
Xy, ..., X, figgetlen N(0, 1) valtozok.
Definici6: n szabadsagfoki t-eloszlas (Student-eloszlas):

ahol X ~ N(0,1), Y ~ x?, és ezek fiiggetlenek.

Allitas: Ha X1,..., X, fiiggetlen N(u, 0?) eloszlast valtozok, s a kor-
rigalt tapasztalati szorasnégyzetiik, akkor

2
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Jelolések:

o Legyen 1, 1, a t,1-eloszlas fels6 a-kvantilise, azaz olyan, hogy
P(tn—l < tn—l,a) =1—a.

e Legyen s7(n;) o korrigalt tapasztalati szoras becslése.
e Legyen n, az U(n,) = 1/n, S, f(&,£') becslésnél hasznalt minta-
nagysag.
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z*-ra a fels6 becslés a €1, ..., ™ mintabdl szamolt U(n,) lesz, az alsé
becslés a €41, ..., &M (i = 1,...,n;) mintakbol kapott L(n;). Megkdve-
teljiik, hogy a kétféle minta legyen fiiggetlen.

Ha n, és n; elég nagy, akkor a centralis hatareloszlas-tételekre hivatkoz-
hatunk. Az el6z6 slide utolsé sordban, a baloldali szamlalé kb. normé-
lis eloszlast, ezért az utolsd Allitas alkalmazhato ra. Ezen kiviil még a
Boole-Bonferroni-egyenl6tlenséget alkalmazzuk:

P(Ef(2,6) — 2 < U(n,) — L(ny
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> P(L(my) —§ < Bz, < 2" < Ef(z,€)
= P(L(n) — & < Ez, Ef(3,€) <U(n,) +&,) >
>1—P(L(n) — & > Ez) — P(Ef(%,€) > U(n,) + &,) =1 - 2a.
Ko6vetkezmeény: Az i-beli Ef (&, &) — 2* optimalitasi résre
0, U(ny) — L(ny) + & + ]

kozelitéleg (1 — 2ar)-szintii konfidencia-intervallum.



Megjegyzés: Mintavételezési hiba miatt el6fordulhat L(n;) > U(n,),
ezért ajanlatos

0, (U(n,) — L(ny)) 4 + & + &J]

konfidencia-intervallumot hasznalni.

Megjegyzés: Bar az also- és felsé korlatokat adé minték fiiggetlenek,
az (L(ny) — & < Ez}), (Ef(%,€) < U(n,) + &,) események nem fel-
tétleniil fliiggetlenek. Ez el6fordulhat, ha z-ot az n; darab als6 korlat
probléma optimalis megoldasaibdl konstrudltédk, példaul az optimumok
konvex kombinaci6jaként. Ez okozza, hogy a Boole—Bonferronit kellett
elvenni.



3.2. Koz0s val6szintiségi valtozo-sorozatokkal
Nem kiilon-kiilon becsiiljiik Ez'-ot és Ef(z,&)-ot. Az 1. Tétel miatt
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EG,-t a fels6- és az also korlat részben kozos mintéaval becsiilhetjiik.

Megjegyzés: G, > 0, ezért nem johet ki negativ becslés az optimalitasi
résre.



Az el6z6hoz hasonloan legyenek €91, ... & (i =1,...,n,) fiiggetlen n
elemt valtozo-sorozatok. Minden sorozattal egy becslést adunk az opti-
malitasi résre: G°, és legyen

Allitas: o, := var G, esetén

Vg (G(ny) — EG,,) EN(0, ;).

Allitas: Legyen s2(ngy) o korriglt tapasztalati szorasnégyzet becslése,

és legyen
. tyras(ny
g My
Ekkor

0, G(ng) + €]

kozelitéleg (1 — av)-szintd konfidencia-intervallum az optimalitasi résre.



4. Szamitasi eredmények

Négy gyakorlati feladatot vesznek kiilonbozé cikkekbdl:

DB1 Sztochasztikus jarmi-kihelyezési modell, single-commodity halo-
zatban.

WRPM1 Modell egy elektromos halézat kapacitas-novelésére, ahol bi-
zonytalanok az igény-elérejelzések és a generatorok megbizhatosaga.

20TERM Modell egy teherszallitasi probléméara: az elsd lépcest feladata
a jarmtvek elhelyezése a nap elején, a mésodik 1épcsGben egy multi-
commodity halézatban a héaztol héazig torténd szallitasokat és azt
kell megoldani, hogy a nap végére a jarmtivek elrendezése ugyanaz
legyen, mint amit a nap elejére valasztottunk. A masodik 1épcsé ko-
vetelményeit meg lehet sérteni, de azért biintetés jar.

SSIN Egy telekommunikaciés probléma: az els6 1épcs6ben a halozat ka-
pacitasat kell novelni, a masodikban iranyitani kell a hal6zaton beliili
forgalmat.

Ezekre kiprobaljak és osszehasonlitjdk a 3.1. és 3.2. pontokban ismer-
tetett modszereket szamitéasi id6 és a kapott konfidencia-intervallumok
nagysaga szerint is.



5. Osszefoglalas

e 1. Tétel: Az (SP,) approximalé probléma megoldéasa varhato érték-
ben also korlatot ad (SP) optimalis célfiiggvényértékeére.

e Lzt egy mintavételezG-atlagold eljarassal egy x megoldasjeloltbeli
optimalitasi résre adott konfidencia-intervallumok konstrukciéjara
hasznaltuk.

o A szamitast gyorsitja, hogy kozos valoszintiségi valtozo-sorozatokat
hasznalhatunk.

e Az also korlatra vonatkozo eredmény egyszert, és széles korben hasz-
nalhato: megkdvetelhets egészértékiiség a valtozokra akar az elsd,
akar a mésodik lépcsében, megengedhetd véletlenszertiség a masodik
1épcsé paramétereiben.

e Az als6 korlat eredménye tovabbvihets tobblépcsts feladatokra is.
Tovabbi kutatasi cél a bemutatott technikik kiterjesztése a tobblép-
csos feladatokra.

e Az el6adasban amigy nem targyalt szamitasi eljarasok is varhatéan
tovabb finomithatok.



