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e Ismerkedés a Young-programozas alapjaival
o Attekintés: az LP komplementaritasi probléméja
e A Young-programozasi feladat (az LP-feladat felépitését utanozva)

e A Young-programozas dualitdselmélete
(KAS PETER, KLAFSZKY EMIL, MALYUSZ LEVENTE, GOKHAN IZBIRAK, 2000.)

e Kitekintés: a Young-programozas és mas problémacsaladok viszonya
(ZEHRA BoRrATAS, ILLES TIBOR, KAS PETER, 2002.)



A Young-egyenlGtlenség

Legyen ¢ : R, — R, folytonos, szigoriian monoton csokkend fiiggvény.

Y=

(u,v) € R? esetén

Su(w,0): = (uw— (o)) - / )t

— (- u—/w

Def.: S,(u,v) az (u,v) € R* pont ¢ grafikonjara vonatkoztatott illesz-
kedési pontatlansdga.

(z,2) € R*™ esetén Sy(x, 2) := D, Sy(x;, 25).
Young-egyenl6tlenség: S, > 0.

A Young-programozas S, minimalizalasat fogja jelenteni.



A linearis programozasi feladat

A € R™" matrix. ¢ = (x1,...,2,)", 2 = (21,...,2.), y =
(Y1, - -, ym)" ismeretlen, T,z € R" rogzitett vektorok.

S(x,z) = Z S(xj,25) = ijzj
=1 j=1

Megj.: Ez olyan ¢-nek felel meg, amelynek gérbéje

{(z,2) e R?|lx > 0,2 > 0,2" 2z = 0}.

P = {z|Ax = AZ,z > 0}, D :={z|z=72+ A"y, 2z > 0},

P, .= {z|Ax = A%,z >0}, D, :={z]z=2+ A"y,z > 0}.

L = A métrix sortere (oszlopvektorokként)= A’ oszloptere. Ekkor

L+ = A nulltere.
T ET+ Lt Ax = AT

2EZT+ L= 2=2+ Ay



Az LP-feladat:

(I) (egyensilyi forma) Keresendd x,y, z, amelyekkel

(L1) Ax=AZ, z=7z+ A"y
(L2) x>0, 2>0
(L3) z'z2=0

(IT) (optimalizdldsi forma) Keresend§ x,y, z megoldas:
min{z’z|z € P,z € D}
(III) (primdl-dudl forma) Keresend§ x,y, z megoldas:
min{z'z]z € P}, min{Z'z|z € D}

Lemma:

(1) Ha x és z kielégiti (L1)-et, akkor 2’2+ 272z = 2’2 + 172

(2) Ha x és z kielégiti (L1)-et, (L2)-t, akkor 272 + 272 > 2'7Z.

(3) Ha x és z kielégiti (L1)-et, (L2)-t és (L3)-at, akkor x’2+772 = 272,
Biz.: x és z kielégiti (L1)-et =

— v =2+ w, ahol w € L; z=Z+y, ahol y € L.

(1) mindkét oldalat felirjuk ezekkel, és kijon, hogy egyenlgk.

(2) és (3) trivialisan kovetkezik (1)-bdl.



Ko6v.: (gyenge dualitis) Ha x € P és z € D, és teljesiil a Lemma (3)
pontja (z12 + 272 = 27%2), akkor x primél, z dual optimalis megoldas.

Tétel:

(1) Ha (L1) és (L.2) megoldhato, akkor (L.1), (L2) és (L3) is.

(2) Ha (L1) és (L2) megoldhato, akkor létezik olyan (z*, z*) megoldésa
(ITT)-nak, amelyre x** 2* = 0.

(3) Ha Z,Z > 0, specidlisan mind a primal, mind a duél feladatnak
létezik megengedett megoldasa, akkor létezik mindkettének optimélis
megoldésa (x* € P, z* € D), amelyekre 2 2* = (.

(Nem bizonyitjuk.)

Kov.: (erds dualitis) Ha x € P és z € D optimalis megoldasai a primal
/\T/\

és a dudl feladatnak, akkor a Lemmaban (3) teljesiil: 212+ 272 = 277Z.



A Young-programozas, a dualitas

Legyen ¢ : R, — R, folytonos, szigortian monoton csokkend fiiggvény:;

lim ¢(t) = oo, tlim @(t) = 0.

t—0+

=

-

llitasok: Legyen z, z € R,.
So(x, 2) = Sy(z, x)
Sy(x, z) szigortian konvex x-ben és z-ben
S, >0
So(x,2) =0 <=z =¢(2)
lim, .~ S,(z, ) = co minden fix z-re
lim, . S,(x, 2) = oo minden fix x-re

()

lim, o1 0,5,(x, 2) = —oo minden fix z-re
) lim, o1 0.S,(x, 2) = —oo minden fix x-re
) lim, o 0,5,(x, 2) = z minden fix z-re

) lim, o 0.5,(z, 2) = x minden fix z-re
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Tegyiik fel, hogy 7 > 0 és z > 0. Ekkor P, # (), D, # (.
A Young-feladat:

(I) (egyensilyi forma) Keresendd x,y, z, amelyekkel

(Y1) Ax=Az, z=Zz+ Aly
(Y2) >0, z>0
(Y?)) \V/] c {1,2,...,72,} : X ; :@b(z])

(IT) (optimalizdldsi forma) Keresend§ x,y, z megoldas:
mm{ZS zi)lx € P,z € D}
(III) (primal-dudl forma) Keresendd x,y, z megoldas:

mind > Su(ws, 5w € Py, mind> 8435, )| € Dy}

J=1 J=1



Lemma: Tegyiik fel, hogy z > 0 és 2 > 0.
(1) Ha z és z kielégiti (Y1)-et, (Y2)-t, akkor

So(2,2) + S,(Z, 2) = S,(x, 2) + S,(T, 2).

(2) Ha z és z kielégiti (Y1)-et, (Y2)-t, akkor

S.(z,2) + S,(3,2) > S,(3,3).

(3) Ha x és z kielégiti (Y1)-et, (Y2)-t és (Y3)-at, akkor
So(x,2) + S,(T, 2) = S,(7, Z).

Biz.: z és z kielégiti (Y1)-et =

— gz =2+w,aholwe Lt 2=Z+y, ahol y € L.

S, definicioja alapjan (1) mindkét oldalat felirjuk ezekkel és kijon,
hogy egyenldk.

(2) és (3) trivialisan kovetkezik (1)-bdl.



Ko6v.: (gyenge dualitis) Ha x € Py és z € D, és teljesiil a Lemma (3)
pontja (S,(z,2)+S,(7, 2) = S,(, Z)), akkor  primal, z dudl optimalis
megoldés.

Tétel: Feltettiik, hogy * > 0 és z > 0.

(1) (Y1), (Y2), (Y3) megoldhato.

(2) Létezik pontosan egy olyan (z*,2*) megoldasa (II)-nek, amelyre
(Y1) és (Y2) teljesiil (azaz z* € Py és 2* € D), és > ., S,(z},27) = 0.
(3) Létezik pontosan egy olyan z* € P, és z* € D,, amelyekre
Vied{l,2,...,n}: 1z} =)

Megj.: S, > 0, S,(x;,2;) = 0 <= x; = Y¥(2;) miatt ezek ekvivalensek.

A konvex programozas altalanos elméletének felhasznéalasa helyett di-
rekt bizonyitast adunk (3)-ra. Adhaté bizonyitas a primal és a duadl
oldalon is, és ezek nagyon hasonlok.



Biz.: (A dual oldali bizonyités.)

all.: A dual célfiiggvénynek egyértelmi minimumhelye van D, -ban.
biz.: S,(x, z) szigortian konvex x-ben és z-ben =

= a dudl célfv.-nek egyértelmi min.helye van D-ben, jeldljik z*-gal.
Belatjuk, hogy z* > 0.

J = {jlz; = 0}. Indirekt tegyiik fel, hogy J # 0.

2(t) =2 +t(z—2") (0<t<1)

lim 8,5,(F, 2(t)) = lim S0, 5,7, 2(£)(3; — 21) &

t—=0+ t—0+
j=1
IR e
% lim 3@~ vl )(E — %) = oo
j=1
t—0 4

ugyanis ha j € J, akkor z;(t) — 2 = 0, lim,;_o.(s) = oo, és
z;—2; > 0. A j ¢ J indext tagok pedig végesek.

Az, hogy a j € J koordinatdkban a parcialis derivalt —oo, ellentmond
z* optimalitasanak. Tehat z* € D,.



Legyen V5 € {1,2,...,n}: xf=1(z]).

all.: x* priméal optimalis megoldas.
biz.: z; = 1(2]) > 0 nyilvanvalo. | |
Indirekt feltéve, hogy Az* # AZ, valamely i-re ax* # a7

2(9) = 2"+ 9a9T (¥ € R)
Elég kicsi 0 esetén z(v) € D, és

n

= Z(EEJ — 3)a"; = a7 — aWz* #£ 0,
9=0

J=1

0pSy (T, 2())

ami ellentmond annak, hogy z* dual optiméalis megoldas. Il



(A primél oldali bizonyitas.)

all.: A primal célfiiggvénynek egyértelmid minimumbhelye van P,-ban.

biz.: S,(x, z) szigortian konvex x-ben és z-ben =

= a primal célfv.-nek egyértelmd min.helye van P-ben, jeloljiik x*-gal.

Belatjuk, hogy x* > 0.
J = {jlx; = 0}. Indirekt tegyiik fel, hogy J # 0.

z(t) =x"+tx—2") (0<t<1)

n

lim 9,5,(x(£),2) = lim S 8,,8,(x(t), 2)(&, — 27) Z

t—0

ugyanis ha j € J, akkor z;(t) —x; = 0, lim,_o4 o(s) =

T;—x;>0.Aj¢J indext tagok pedig végesek.

00, €s

Az, hogy a j € J koordinatdkban a parcialis derivalt —oo, ellentmond

x* optimalitasanak. Tehat «* € P,.



Legyen Vj € {1,2,...,n}: zi = p(z)).

all.: z* dual optimalis megoldas.

biz.: 2} = p(x}) > 0 nyilvanvalo.

Indirekt feltéve, hogy 2* — Z # Ay semmilyen y-ra, azaz 2* — 2 ¢ L,
létezik T € L+, amelyre 77 (2" — Z) # 0.

r(¥) =x"+dJz (J€R)
Elég kicsi o) esetén x(v) € Py, és

0,S,(z(9),3)| =FT(E -2 £0,

=0

ami ellentmond annak, hogy x* primél optimalis megoldas. Il



Ko6v.: (erds dualitis) Ha © € P, és z € D, optimélis megoldasai
a primal és a dudl feladatnak, akkor a Lemmaban (3) teljesiil, azaz

S.(z,2) + S,(3, 2) = S,(, 3).

Ko6v.: ¥ > 0 és z > 0 tovabbra is alljon fent. Ekkor a primal és a
dudl optimum bizonyos korlatozas mellett nem fiige = és Z pontos
megvalasztasatol.

Pontosan fogalmazva:

Egy és csak egy olyan x € T + L+, z € Z + L létezik, hogy
Vi e {1,2, ..,n}: K o(z;),

esVE €T+ LY Z2e€Z+ L: Sylx, 2) + S,(2,2) = S,(&, 2).
Biz.: Ez a Tétel azonnali kovetkezménye.



Kicsit messzebbrsl nézve

Linearis feltételrendszert, szeparabilis, konvex, nemlineéris optimaliza-

lasi probléma, separable convex nonlinear optimization problem (SCNP):
AeR™" beR™ Vje{l,2,...,n}: f; konvex

min z”: fi(z;)

Ar =b
x>0

Egyik legfontosabb specialis esete:
Entropia-programozas, entropy optimization problem, (EOP)
Vie{l,2,...,n}: f;€C*R,) és

" d;
fi(@;) = pilzy’ + g5),

ahol M Z O, q;j Z O, dj € R.
Peldak: zlog(z) — z, —log(z) + z, -~ +z(a < 1,a #0).



Altalanositott entropia-programozas, extended entropy program-
ming problem, (EEP)
Vie{l,2,...,n}: g; € C3R), konvex és

‘g///<x.)‘ < K;jg}/(xj)
7 J = )

L

ahol k; > 0. Maga az f; fliggvény pedig f;(x;) = c;z; + g;(x;) alakd.
Masként irva a cél: .
min ¢’z + Z g(z;)
j=1
Young-programozas
zeR" 2> 0



Ezek kapcsolata:
All: Az (EOP) osztaly része az (EEP) osztalynak.
All.: A Young j6 nagy része az SCNP-nek. Pontosan fogalmazva:
Ha Vj € {1,2,...,n} : f; : R, — R, folytonosan differencialhato,
szigorian konvex, (egyetlen) minimumhelye x5 > 0, és f;(x]) = 0, vala-
mint limy_o4 fj(t) = —00 és lim,_ fi(t) = 2; > 0,
akkor Vj € {1,2,...,n}-re létezik ¢; : R, — R, folytonos, szigortian
monoton csokkend fliggvény, amelyre

lim @;(t) = 0o, lim @;(t) =0 & fiz;) = S, (), ).

t—0+

Megj.: A legtobb népszerd entropia-fiiggvény (EOP) osztély és a
Young-osztaly metszetében van.

Megj.: Az id*" (n > 1) fiiggvények (EOP)-ben vannak, de nincsenek a
Young-osztalyban.

Tétel.: (ZEHRA BORATAS, TLLES TIBOR, KAS PETER, 2002.) A gp(t) = 2+Smt -bél
kapott Young-program nem (EEP)-beli. S6t, a logaritmikus barrler—
fiiggvénye nem self-concordant.



